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= Def.: affin unabhangig
Geg.: k+1 Punkte P; € R", 0 </ < k . Seien dadurch
k Vektoren v; definiert: v; = P, — Py, i=1,...,k

Die Punkte p. heillen affin unabhdngig
die Vektoren v; linear unabhangig sind.

= Beispiel:

= Lemma: =
Falls die k+1 Punkte P; € R"
affin unabhangig sind = k<n.

= M.a.W.:
es kann nie mehr als n+1 affin unabhangige Punkte geben.
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= Def.: affines Koordinatensystem

Wenn k + 1 Punkte Py, ..., Pr € R" affin unabhangig sind, so
definieren sie ein affines Koordinatensystem.

= Def.: affine Kombination, baryzentrische Koordinaten

Seien k + 1 affin unabhangige Punkte P, ... P, € R" gegeben.
Daraus kann man weitere Punkte definieren mittels einer affinen
Kombination:

P = Z:'(ZO )\I'P,', mit Zf;o )\,‘ =1, )\,’ c R

Die A; heillen baryzentrische Koordinaten von P bzgl. des

Koordinatensystems [Pg, P1, ..., Pg| .
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Y  Eindeutigkeit der baryzentrischen Koordinaten

= Satz (o. Bew.):

Die Punkte Py,...Px € R", k < n sind affin unabhingig <
jede affine Kombination bzgl. dieser Punkte ist eindeutig, d.h.

Vs, t; € R mit ZS;:Zt,':].Z
ZS,'P,':ZI:','P,' &S Vi=0,..., k: si=1t;
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U  Erinnerung: affine Abbildungen

= Affine Abbildungen := {lineare Abbildungen + Translationen}

= Affine Abbildung := Abbildung, die affine Kombinationen
invariant lassen, d.h.

P=3 AP & 6(P) =0 (D NP) =D A o(P

= M.a.W.:
eine affine Abbildung ist eindeutig durch die Bilder der affinen
Basis festgelegt.
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W Kleiner Exkurs: die konvexe Hulle .

= Definition: konvexe Hulle

Seien Py, ..., P, Punkte (nicht notw.weise affin unabhangige Pkte).
Dann ist die konvexe Hulle dieser Punkte definiert als:

CH(P,, ..., Py) = {P\P:Z)\,P,-, SN =1, VI:)\,ZO}

In diesem Fall gilt V/i: 0 < \; < 1.
Eine solche Summe heil3t auch konvexe Kombination.

= Beispiele: /\/‘
= Py, P; — Strecke o & F.’z
= Py, P1, P, — Dreieck
Po 7&4‘ y "
Po
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W  Physikalische Interpretation

= Gegeben k + 1 Punkte Py, ..., P, € R"
mit den Massen m;, > m; # 0

.. : : mj
= Definiere die ,,normierten Massen“ \; = ————

> m;

= Dann ist der Punkt P = Z)\iPi

genau der Schwerpunkt der k + 1 Punkte

P
777 P \AREE
r___,—‘-‘
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U  Beispiel: Dreieck im R”

P=A+ (6b+~c
=A+3(B-—A)+~v(C—-A)
:gfﬁ%~QA+ﬁB+7C

= aA+ BB +~C
mit o+ 3+ v=1 N
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U Haufige Aufgabe

= Bestimme die baryzentrischen Koordinaten eines Punktes P bzgl.
des Dreiecks A, B, C

= Losung 1:
*B(B-A)+7(C-A)=P-A=gq
= | 0se das LGS

(e 2) ()= (&)

"Setze a =1—- 3 — 7
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= Losung 2:

= Verwende Beobachtung: alle Punkte P mit dem selben Abstand von
der Geraden AC haben dieselbe baryzentrische Koordinate

Normierung /

* Damitist Fac (A) = Fac(C) =0,
Fac(B) =1 (wegen Normierung)

= Definiere analog F,; und Fy-

= Damitist o« = Fc(P), 3 = Fac(P),y = Fag(P)
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= Losung 3:

= Nutze den geometrischen Zusammenhang zwischen Flacheninhalten
und baryzentrische Koordinaten:

a_FA 5_FB _ Fc
~F T F 77F

F=Fps+ Fg+ Fc
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Y Erinnerung

= Flicheninhalt eines Dreiecks A, B, C

F(AABC) =

I'bxc]

N | N N | —

1
2

= Achtung: Achte auf den korrekten Umlaufsinn !!

= Beobachtung: Flacheninhalt = 0 < Det = 0 << Dreieck ist degeneriert <
Punkte sind nicht affin unabhangig
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Exkurs: Geometrischer Beweis der Flachenformel Fced

= Zu zeigen:

F(BABC) = 5 (B~ A)(G, — A) ~ (.~ A)(B, ~ A,)]

N

Y ]
Cy
1 1 ? A
B B
A B.C, A, B.C.~

|

denn F(Dreieck) = V2 - Basis - Hohe
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Y Beweis der Losung 3

= Gegeben sei A, B, C ein Dreieck, und darin ein Dreieck P, Q, R
= Die baryzentrischen Koordinaten von P, Q, R bzgl. A, B, C seien

P:(ap Br.7p) Q:(aq.B8q.7e) R:(ar Br,IR)

d.h.
P=apA+ ppB+pC

= Wir beweisen den etwas allgemeineren Satz:

C
ap  Bp P
F(APQR) = |ag Bo 7va|-F(AABC) R
ar OBrR IR
Q

A
B
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= Zur Erinnerung: Determinanten sind linear, d.h.

sa+th ¢ di=sla ¢ d{+t-lb ¢ d

* Damit braucht man F(APQR) nur noch ausrechnen:

2F(APQR) =
apAx + PpBx + 7P (.  a@Ax + BeBx +70Cx  arAx + BrBx + 7rCx
apA, + BpB, +7pC, @A, +BqB, +79C, arA, + BrB, +7rC, ()

ap+Bp+p agQ + Bo + 79 ar + Br + VR
b
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A ...s.eq. (1)... ... B, ... ... Cy
:Ckp-Ay ...+ Op- By N =R Cy
1 1 1
( A, A, A, B, A, C \
=ap-| ag|A, Ay +0q|Ay By +7 A G
1 1 1 1 1 1 ...
BX AX BX BX BX CX .
+ Bp| 2o By Ay +5e (B, By +70 |By Gy
1 1 1 1 1 1 ...
> ! )\
C. A, C. By G G .
+vp- | g |C, A + 8o |C, B, +v91C¢, C
1 1 1 1 1 1 ...
\ )
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Erinnerung: lineare Interpolation

= Sei ein skalarer Wert f an P,Q vorgegeben: f(P)=f,, {(Q)=f,

= Dann kann man jedem Punkt X auf der Geraden P einen Wert
f(X) zuordnen

= Sei t der Parameter von X, also f(X) = (1 —t)-f(P)+ t-f(Q)
= Dannsetze X = (1 —t)-P+t-Q
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Anwendung: Baryzentrische Interpolation

= Gegeben: "Hohen" f,, fz f- an den f
Punkten A, B, C (z.B. Grauwerte)

= Gesucht: Funktion f, sodall f,, fz f

interpoliert werden

= |dee: fur einen beliebigen Punkt X,
bestimme dessen baryzentrische Koordinaten, interpoliere damit die

Funktionswerte
= Konkret: Sei X = aA+ BB +~C
= Setze f(X) = afa + Bfs + Yfc
= Funktioniert auch fiir X auRerhalo AABC

= Funktioniert auch fur fa, fg, fc € R™

= Bem.: Auf den Kanten entspricht dies gerade einer linearen Interpolation

G. Zachmann Computergraphik WS November 2012 Barycentric coordinates 18



eeeeee

U  Weitere Anwendung: Punkt—in—Dreieck—Test

= Der Punkt X ist im Inneren des Dreiecks < «, 3,7 > 0

G. Zachmann Computergraphik WS November 2012 Barycentric coordinates 19



Bremen

U Geometrische Verhaltnisse im Dreieck

g ]

@06 CAGD-Applets | @00 CAGD-Applets )
C'AGD-App/ers . C'AGD-App/efs ——
an interactive tutorial Sphae! Sirout an interactive tutorial Rophaat smocs
on geometric modeling HalSioudia Bangert on geometric modeling Holudle Sangers

Display a menu 7

http://i33www.ibds.uni-karlsruhe.de/applets/
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U Spezielle Punkte im Dreieck

= Viele spezielle Punkte im Dreieck lassen sich mittels
baryzentrischer Koordinaten sehr leicht angeben / ausrechnen

(0. Bew.):

Punkt o 15 7y
Schwerpkt. 1 1 1
Auflenkreis zu A —a b C
Inkreis a b C
Umbkreis a?(b> 4+ c? —a%) bP*(c?+a%2—b?) c?(a% + b* — c?)
. , ]
A
L N ‘ N c B
Umkreis Aullenkreis Inkreis ( Bezeichnungen

= Achtung: die Koordinaten sind ohne Normierung angegeben (sog.
"homogene baryzentrische Koord.") — die mull man also vor einer

tatsachlichen Berechnung noch durchfiihren
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